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@ Lolading

GQ,%L\IQI’\ Qn \"g A Van n %thqllen (,Waqralan),
Het gaak (Weer) om opbellen, maar Je moet ek

alleen hot btotaal van alles opleveren maar ook
de som van elke prefix:

Wb inoul 12 32 4y B 6 F 8 g
\ 5 =
V@(kooPPqu w ek 2 . 1 AL 4 5
oukput .

5 3 44 45 19 22 23 31 36

Varkoep t/m wak

e Vook wordd de wb Voer for ((=2; [<nj t44)
0 dezelfde array berekend. AL += Al

. Je kunt ‘¥ ook een Seq. Prefix Sum J
“cumulatief™ noemen

e Variant

Prefix Produck /COr\Juncbie /Composiﬁe,
Suffix , o- /‘I-bo.So.cX Ar oy,

o Sequentieel uitbrekenen kan hed sim[m,(_
N Len SW®P  van inks naar rednts
met exad  N-1 o?te,llm gen,

die in chrikbe Volﬂorda Placﬂsvindan!

o Het is ook het patbern "Scan”
wt Struckurzd Poarallel Pf°3rammu‘n5



@ SEUJr Qaneak

We hdoben war succes Met N reunrsie ve
aanpak @ dus nem aan  dat Je en PS op Oy
elementen “al kunt"

Wot key g ik als 'k dat quovn @ans doe
voor da lnker-  en rechterhd fE van de dafa?

oo 2 4 44 4 :3 5 4 5

i A
( dodl - 3 03 05 19f2223 31 3 )
”EDPF?{_LR; 2 3 1w g i3y 8 12 1y

Dk Gkt op hoe het moet wordsn maar

da outputs Rednts moeken nog wel eyen alemaal
mek 19 worden VthOOSd._

Die 19 s het \aatste %E’(CL\ Van Links en s
0 muddels  al ui’ratrekend.

?en q 23n
Prefix Sum (A, P. q) ir;edusfe\re
) n
| |§ (q:: P) reburn ) ‘ ?\e} ZS%nme\rl\:n
&']t (q:.—. P-H) ;Aq += QP 3 FQ"'u(ﬁj})R,DQ.z_Q is WQ\' ﬁUlej.

m = (‘1+P) [z ?ch slae 'm op

Invoke ( PrefixSum (A, pom) orcollege even over
PrefixSum (A, M+ q) )

ij'” (1, m1,.q)  Ai += Am

©



Dik s wel  snel en dak teﬁen Q'Lek.\_l:_g_,bg%&

maar Eodh wel eni kosten,
Je kunk (OP Werk Co[le_%g) do Work en SPan
wibrekenen en dan  bljkt  (alles agym pbobisch)
SPcm (ﬁ) = \3 N
Work (n) = n (gn.

Een bekere Span kunnen we niek  verwa dnten

dus S = lgn g hek goed,

Do (paral\el\{&fingg—) overhead Van an a\gor‘f‘cm&
s het Work dedd Aoor do kocten van et
(beste) -Sch\AenEiee a(gor%me,

Omdat we hier nlgn werk steken in iels
dat  Sequentied Lincair koan, 15 er s‘pquq, van
logo.ri(:misc\r\a overhead.

Definifie Een Q)cxra,llq,\ cﬂ,go cibme s
o Effictent als de Sqmn POLS\OSCL(H‘HH‘_SQI-\
on e Overhead Po%bja_ri&m(sch 'S
0 OP{:imaaL als  de SPM‘ Powbja(ibm{sck
e do Overhead congtant s

Terug naar bavengte 2in.
snel —  polglog Span (hier Uﬂ n)t )
Qﬂ{a&kO&l-@n - er is niek- conctanke  overhegy lgn
niet te hooj - Overhoad i POK,BKOS

©



(D Compressie - aanpak

Mack combinahes van paren  en bereken daarvan PS,

0 > 4 4 4 4y 3 5 4 5

(doe\ y 3w 5 \g 22 23 3 36)
w - ~— —

paren 3 3 R 3

hiervan _

de PS =] 15 22 i

De wensbe  antwoorden van do even P Ossifies

28(\ \, be,l(?.nd.!

'Dchxraan dus Nieks mar doen aglleen e oneven

(goﬂh‘eg moeken Nog wWorden in ge\/uld.-

Qar  gqewoen de invorwoards n bell by

do PS-witoer \inks ervan. "3 opreln

De OP\OSSinS draat noq sStmds rondom

\\dzl
Linker buwur efb3 Cellen Al += AL-‘I) Maar fp\/
2en sequenh{g, gao&, het nu  in twee groepn
(even i, onewen ) w™ebt daarbussen en PS

OVer do  enen PosH{eg;

@) (Po\(a,\\el\ even ( A; += A4

@ PrefixSum O en posidies

@ Pocalel, Oneveni . AL += Ay
(Ik vind 'm

bri\J’anl: N 2'0 @nyoud
en Q\ngntiz.)

©



Iehs Ner hek Programmefe(\.

Hoe ook 2 de PSS over “enven Pos{J-ies“?

39, kunt  de Paar-sommen it SEQP @
n een apart*?- Qarfoy B zeftben. Maar dan
moek je die (in Stap €)) ook g

{;e(uﬂ zoken .
@ pfor (0 - ) B~ Az +Ag
@ PeefixSum (& - )
@ pfor (i) A= B

Aziq += Azl

Mooter en  efficienter: g2ef aan  Prefix Sum
een (“hopm) parameter me  dae de ache

be‘)e;rk\— bt da “dm\r‘jk Van VQ.Q\\IOudQn Nan ‘n:
Pre‘F\XSum (ﬂ, \’1)

;_g (- ) Randvoorwasrdsn, ba s. Ca e,
thresholds.
A PjCor (; is evenvedlvoud van K )
AL += Ai-h

® PrefxSum (A, 24h)
@ pter (U is oneven vedvoud van h)
Ar += Ay



@ ﬂna\gse

Het werkk omdat O{Dt&“ina QSSOC&OJ:IQ‘F 1g
De Sequen‘cié\e berekening ~ voor P(,Q,k 4 s

((Au\ + Hz) + A3)+ Aq‘

De, Co_mQressie—rewrsieua aon ‘)ak doet

(PH+A1) + (ﬂ3+ﬁq)
en dat ¢ 't zelfde.
ﬂssociaﬁief- ‘Z.QSE dad J.Q, haa[ﬂu mMmag Ver zekben :

(@+b)+c = a+ (b)

Commutatief 2egk  dak JO_ Vo\Sordm. M ag
Neran deren a+b = b+a

OPEellQn 1S Wel C_ommu¥a+{ef) maar  Voor

Olﬂ 'Pa(a\\el\a PrevF‘xSum 15 da.+ et l’e\a\{ant’
wWank bhet s ot nooUB.

Funche*com?ogih'e s o\SSociaEIQf:

(§og)eh = fo(geh)
maar niet  coramutahef 11*09 = 305.

\/omw&%e. de associah vitert  werkt de ‘)aralle(le
PS5 voor -F\mc,‘cfQ.ComFogH-iQ WEL.



Noo {f de Oom@h%ite)’r (- cekenen
\/\Iork Hek akgo(il:me doet -1 Opbellfr\%gn}

~

en 1¥  @&n PmﬁxSum v an l’\a\VQ om\!ang_

Bel:rekk(nﬂz Win) = N + W)
Master T hm erbﬂ, a=1, b=2 . blogazo

’Zg ) = ' dws poly-maer don n°
f,r; nb\ @ De Polfj_weo.jsc\\aal S[aa}r

—_— door Naar f '

uitkomat Win)= n' =qn

&& De  vele oP{:ellinagn worden n 2 Broepen
Sedc.an‘ 14 voor en 1 na de Sub-PS.
%etrekklnB: _S(n)-_. 1 4 501/2) + 1
Wer is a=1 en bs2 dug B[oga =0,

Moaar § s 0w Constant dus N°
De WQQ_BSC\‘\ML 5 in enwicht dus  exra ‘_c)_
Wikkomse  S(n) = lg n.

Er s copstante (d\wa:“%mn') overhead en toch
logaritmisde span. ‘ |
Dk c\kgori’rmg s 2on OPt\kalQ Paral\eut.sermﬂ

Van de  Prefix Sum - bereke,n{nﬂ J

®



@ Toaga.ssing ) Hrrag Com gad:ion

Gegven a@m  acfayfAmet N elementen, Je wilt
een  kortere arfoy B maken met alleen die elementen
die aon  @en \oe‘)aaldm Qi%an Sc\\qp vold oen.,

Voorbeld hier:  even- geleche
m A 1t 28 o1 88 32 Yyl Y o% 53 82 6y 82

wt® 28 83 32 82 64 82
le weet niet vantevoren hueved ruimbe nodig is!

Seriouze toe;\:o.ssin_g ;

C is @ 1y Coveman- states (in keraPpan
berakbaar

In en paralielle expansic  maak JQ. wxn Lx 7o

\cm%p, A die allen de  berekbar | niewwe stales

bevat. Voordat JQ. Mmet de VO[%QndQ Con de ‘3@5\3:\{7,
moet e A wear COﬂ\Pchen.

Elke state kon wvier opvol gers
hebben (LRUD), Maar sommi

kunnen misschien Niet (C,ocla Plons)
JEN of zyn al erder qrwast

Dit s moaar een Voorbeld: in Open CL  kun
Je dit simpeler oFlossgn en heb J% gren Compachon
nodulj! \Wel b:j Poth _Trqc,ing'. chadow r‘a,:js moet

JQ, ebimuneren on dan Compaden

©



ComPac{:ion kan sequenticd e el

Simpel
met een  Uneair Pro&s: fe
t-o ; Maac helaas wel
'fO( (f:o 5 (‘J"A-\Qﬂ ] L‘l’"l) WRer Q«(S iﬂ"\@(enk

if (even (A})) By = AT SRquentieel.,

Mot ‘Preqqxﬁum kwn Jet pec ‘?J\Qmenjc, Snel

wibrekenen waar l-\g moet komen

Compacjr(ﬂ1 B, even)

P‘Sor (i, 0, fi.len)

Ki =(even(A;Y7 1 :0)
PrefixSum ( K ~-)

/ Voor even A; aeldt nu.

I het is da (Ki)® vanaf het begin !
pfor (7, 0, Alen)

if (even (A1) By = AL

Compaction kan dus mbv  PrefixSum,
Constante exta  Span, (testen & verplaatsn)
lineair veed extro Work ( tesken & Verplaateen)
lineaic veed exta %Q\'\Qua%. (K)



(® Toepassing: Addubion

Voor ProcQSSor-Fabr{kunben is het an  hele  kungt

om de ADD Inskuche in 1 clock cycle  voor

elkaar e krgffn. Het gaat om het binaic
W

oPEel\en Van k-bits  binaire ad:a(len.

k-t k-2 2 1 o

A s by 13 \o\o‘ﬂﬂo%
1

o s by 25 [0]1]1]do

De k kolommen 2zgn 8tmmr<\q,rcl k-t +fm o
eqm 2en 1 in kolom 1, “rePresenhwls“ W aar de 2_".

Tn kolom U kan <2en h(’,ar‘r‘.\jh ontstaan

(n als het totoal dagr meer dan 1 is)
en due  Cofry Wordt m-Qn%zl:elo\ n kolom (+1

Por kolom  werkt het zo:
s tel het aankal enen n Ay, By, c;_\]
. G5 i da R ariteit  Van dut aantal

o Ci 15 1 als dt aantadl =2 1S andes O

O\bte\\en 1S weer red\e\:jk o akkelyk te doen,

maar als 1k hervan een  Dinalc Grewid maak

(netwek van kransisqtorﬁu) h@{% dat  Lneaire OUQP{D?—!

Dus @n bY-bits oPtet\Inﬁ in O33ns (5GH1
klokhk) gaat 20 niek lukken !

@



Carry Predaction

Door Carr3 Predickion s de Add  wit 4o drukken
0 N bfﬂaif Circuk Van |03Q(f+mfsc\r\e OUQ-{?‘DQ-

Iﬂ \3 k +';50\ beQIUEnI- Q,U(Q kolom, NQ“(‘Q_ CQ_{TB h9
%u,{t aon e W\%u\dl kolom.

Corcy  kolom fiunche.
Hoe hcu\3+ e carcy Ci. die kolom t‘auf-&, af
van ds  Vort Carry Cig ?

o Als kolom ( +We enen bevar (Ai=Bi=1)
d an %ﬁqpc hj 2eker @an 1, dus da Carry
funche is du Constante fundse E(Ci-a)
(E(0)= E()=1)

o Rl kolom  twee nullen bevat 15 de carny
zeker @n 0 dus Ci = N(Cia)

(waar  N{0) = N()=0)

o Als de kolom @n 0O on @w bevat, i$

doe corr G Wk oan Ci. en  Copy-kolom
Y b » &
ci=I(Gy),  Tll=o TO)-1

Het \oorbald A oo o 4 41 o 1

B o0 1 1 0 o 1
3@2{\: dus deze ¢ 5 uw 3 2 e
caks carry~funches NN-N I E I NE

Omdat kolom 0 de Carcy 0 '“krgﬁ(;“‘ kun JQ
nw da coarry ¢ Van kolom { naar (41wt

drukken als Ci = 3C{ ofi = °*f1 ofo (O)

@



Elke kolomfunctic kun
JQ_ met 2 b”’S (oderen on

Je kunt da  funches samen.
stellen Vol%ﬂms deze tabel,

Do  sufhx- Composldw.s 2yn
met het PS- a.Lgor€+mQ_ te
berekenen.

b 5 w3 2 v °

N N I E I NE

B N P Ve
AT
A T N -
|
N i

/

Y

i
————

—————

\
N
N

1‘
|
N.
N N E E

N E

fog N I E
N{N N N
I|N I E
EIE E E

Hier s da k vey kledn
(3} en het verschil
tusen k- en 2lgk
vald niet 2o op. Muaar
voor k=64 Vervan g Je
6U-diep door 12-d..‘gp[

De uitkomst kan aan da  rechte~

kant €n P aar

IT's

hebben: clie

kolommaen %rwem dan Carey 0.



3 Conclusies
Doel by paral\elli%ren s
0 \0.,%1 SPan, U of st PobLo‘gcu’H‘mfsc\n
0 Weini_g work, Uo_{-‘ﬂ gt mMar dan  hed

Sequentieek  kosf als dat piet Gukt:
Pob_\bl.o_g Nechead.

Als dut Wkt s het cx\sorIerQ e £ cient of
2elfs optfmugl.

Prefix Sum
~ Leuke Case
- Handz'v%m toweassfngen : ComPacfcion

Omdat e@n  optelling heel snel 15, is Prefix
Sum vr“wa\\ CL\-‘GK “MQmOB BOUmCL“. Oﬁdanlcj alle
SUmmiB\qq; s e SQunntiéj\e a.Ljoer.a op
een PC ﬁowxwdjlcs e verslaan !



